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Aufgabe 1 — LP-Runden

a)

Wir suchen in U nach dem Knoten v mit dem kleinsten x,, unser ¢,
und setzen alle Knoten u € U auf x, — € und alle Knoten w € W auf
min(x,, + €,1).

Das macht unsere Beschrankung x,, +x,, > 1 nicht kaputt, da ein Nach-
bar w von einem Knoten u € U mindestens den Wert ]Z + € hat, also 1
ist oder in W liegt.

Somit hat sich [U|+ |W| um mindestens 1 verkleinert, da x, nun 0 ist und
somit nicht in U U W liegt und zu W keine weiteren Knoten dazukom-
men konnen.

Die Verdanderungen der Variablen lduft in O(V), da im schlimmsten Fall
alle Knoten entweder in U oder in W liegen.

Wir teilen die Knoten v € Vin drei Mengen ein.

1
A:{levéz—e}

B={vive AuC}

1
C:{levzz—i—e}

Fir alle v € A setzen wir x,, = 0, fiir alle v € B setzen wir x,, = % und
fiir alle v € C setzen wir x, = 1. Als € wihlen wir das das kleinste x,,.

Das diirfen wir, da wir damit die LP-Beschrankungen aufrechterhalten.
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1. Fir alle Variablen x, gilt 0 < x, < 1.
2. Fir alle Paare v,u gilt x, + x, > 1, da

Fall 1: O.B.d.A gilt: Wenn x,, < % — ¢, dann muss x, > % + €, wird
Xy =0und x, = 1.
Fall 2: Wenn x,, oder x,, > 12 + €, werden x,, oder x, = 1.

Fall 3: Wenn x,,,xy, € A U C, werden x,, = x,, = %

Die Laufzeit belduft sich auf O(V) da sich das min,cy x, in O(V) Zeit
finden und sich jeder Knoten in O(V) in eine der drei Mengen einteilen

lassen kann.

¢) Wir nehmen als Basis den Algorithmus aus Um nun eine ein-
deutige 2-Approximation fiir die Knoteniiberdeckung zu bekommen,
runden wir alle x, = % auf 1 auf.

Dadurch erhalten wir eine Losung die maximal doppelt so viele Kno-
ten enthilt, wie eine optimale Losung, da fiir ein Knotenpaar v, u fiir das
Xy = Xy = % mindestens ein Knoten in der Knoteniiberdeckung enthal-
ten sein muss. Wenn wir beide Knoten nehmen, haben wir doppelt so

viele.

Aufgabe 2 — Christofides’ Algorithmus

a) Siehe[Abbildung 2

b) Siehe|Abbildung 1| Diese Tour kann nicht von CHrisToFIDES berechnet
werden, denn egal mit welcher Kante in welche Richtung gestartet wird,
nimmt CristoriDEs immer eine Kante in die Tour, die nicht in [Abbil{

dung T ist. L /1]



Abbildung 1: Eine kleinere TSP-Tour, die von CristoriDEs nicht berechnet
werden kann.

Aufgabe 3 — Matchings in allgemeinen Graphen
a)

MatcuinGs(G = (() V, E))
M=¢
visited = Array von False der Grof3e |V| // Markiert gematchte Knoten

forein E do
if —visited[u] A\ —visited[v] then
M =MU{e}
visited[u] = True
visited[v] = True
return M

Angenommen M wire erweiterbar (d.h. es gibt eine Kante {u,v} mit
u,v ¢ V(M)). Dann wurden sowohl u als auch v wiahrend des Algo-
rithmus beim Durchlaufen der Kante {u, v} als frei angesehen und ware
somit der Menge M hinzugefiigt worden. Das ist eine Widerspruch.

Laufzeit:
Initialisierung des Arrays: O(V)

Schleife: Jede Kante wird genau einmal betrachtet (O(V)) und die Uber-
priifung und Markierung passieren in O(1). Also insgesamt O(E)

Das ergibt eine Gesamtlaufzeit von O(V + E)



BSIRE

(a) Der gewichtete, vollstin- (b) Minimalen Spannbaum (c) Knoten U mit ungeraden

dige Graph G. finden. Graden finden.
(d) Minimales, perfektes / Q / %}
Matching  auf
finden. (e) Eulertour konstruieren. (f) Eulertour konstruieren.
) (i) Schon besuchte Knoten
iiberspringen. TSP voll-
g) Eulertour konstruieren. h) Eulertour konstruieren.  stidndig.

Abbildung 2: Cristofides” Algorithmus



b)
<)

d)

Sei M das vom Algorithmus berechnete maximale Matching und M*
das optimale maximale Matching.

Fiir jede Kante e* = {u,v} € M* gilt: mindestens einer der beiden Kno-
ten u oder v muss iiber eine Kante aus M abgedeckt werden, sonst wére
der M nicht nicht-erweiterbar.

Eine Kante aus M hat genau zwei Endknoten und kann daher héchstens
zwei verschiedene Kanten aus M* , blockieren”. Da alle Kanten in M*
disjunkt sind kann man daraus folgern:

]
M <2:[M| = M| > 5IM

Somit ist der Algorithmus aus der Teilaufgabe a) eine 1/2 Approxima-
tion fiir ein optimales Matching.

Zielfunktion:

arg min Z Xe = 1

eckE

Entscheidungsvariablen: fiir jede Kante e € E:
xe €{0,1} VeecE

Die Variable nimmt den Wert 1 an, wenn die Kante im Matching M ist
und 0 falls sie das nicht ist.

Nebenbedingungen:

1. Matching: Jeder Knoten darf von maximal einer Matching-Kante
beriihrt werden

Y evV: er§1
)

eed(v

d(v) ist die Menge aller Kanten welche an v anliegen

2. Nicht-Erweiterbarkeit: Fiir jede Kante {u, v} muss die Summe der
Matching-Kanten an u und v mindestens 1 sein

Y{u,v} € E: Z Xe + Z xe =1

eed(u) e’'ed(v)

§(v) ist die Menge aller Kanten welche an v anliegen. Aquivalent
fiir o(u).
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